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���:  �� – ����	�
�� ���� ��	����
�� ����������; 

�  – 	������
�� �� ��� ����� �� ����� ��	����
��.  

����������, ����� ����� �	���
� � ������ ���� �������� 
�	���
�� 

	������ �������������� ��	���
��� ����� � ������ ����� ����
�� ��	�, ����	�� 

��	������ �����
� ��� �	�
�� NfF ��� �� , �������: 

��PN � , 

���:  ��� – ����� �	���
�; �f  – ���������
� �	�
��. 

!�� �
����, ��� �	� 
���
��	��
�� �	������
�� �	��
� ����� ��	�� ��	���
�� 

��	���
 ���������, �������

� ���
�"����� �����
� ���	���� ����
�. 

# ������ ��
��	�����
�� �����

����� ������ ��	��	����
�� ��	�� 
��������� 

���������� ����� ���� �	�
�� NfF ��� �� , ��������� �
���
�� ����	��� � (11), �� 

��	����
�� ��  ���� �������� ���������, ��	����� �	�������  ����
�� ���	���� V�  

����
�.  

$����	���
�� ���	���� ������� 
� ��	��	����
�� ��	��� � ���������
��� 

�	�����

��� ����

��� ���������. 

������  
%	��������� ����

�� ��������� ������� ��	�"�� ��������
����� 

��	����
��, ��&�����

� �
����&�� ���	���� �����
�� ����
�, �������� ��	������ 

��
��	�����, �������� 
����
���� �	� ����������� � �
����� ����	���
�� ���	��� 
� 

��� ��������
��, � ����� ���"�� �������� ��	��	����
��� �	������, ������� 

���	�

���� ������
��� ������� � ��	�������� �	����.  

 
'*+-$/+3$/ 

 

1. 3������
�� � ��������
�� 	�������� ��	���
�� �����	����. *��.31747/17 �� 26 

�����	� 2008 ����. �. /���
�. 

 
 

��� 629.463.32 
 
������ ����� ������������� – �.�.�., ������ (��!���, ����"�) 

 

� �#$%#�� �#�"��&'*+- �+//'%'*7+�&8*:� �%��*'*+; 
�#&'<�*+; 7+�"'%*:, =��"+=*# >�$#&*'**#; �+��#�"8? 

 

$������� ������� �	��������� ����� ���
�� ��&�����

� 
��
��
�� 

����
������� �������, 	�����
�� ����� ����	�� �	� ��������
�� �����
�� � 


��	���

���� ����
��� �� ��
��	����� 	������	�������, ��� �	����, � ���� 

�
����������� ������ ���	��� ��, �����
�

�� ��	����� � ��	�������������
��� 

����
���� [1]. %�	���� 	�"����� ������ �����	�
����
�� �	��
�
��, ��������&�� 

�����
�� ����� ������, 
�	���� ��������� 
�������� �������� � ������� �� �����

�-

���� ��
��	�����, �	�
������� ����������, ���� � ����� �	�������� ��������
��. 

#��	���

�� ����
�-�����	
� �������������� � ������ ��� 	��"�	����
�� 

������� � �� �����
����� ��=��� �	��� �	� ����
�
�� �����	���	� ����
����� � 


�����	�� 
�������. >����	
�, 
��������� �� 
��
���
��, ������� �� ����, 	��� 

(�����	�� �� ��
����� ���	) � ������� ������. #�	����	
�� ����� �����
�
�� 
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����
��� ��
��	����� �����	
 �	�����
� 
� 	��. 1, ��� �	�
��� �����&�� 

����
���
��: 1 – ����; 2 – 	���; 3,4 – ��
����� ���	�; 5,6 – ������. 

?�����
�, ��� �	� ����	� 	�����
�� ����� �����	
� 
��������� ��������� 

�����

���� ��� ��
��	�����, ��� � �	�
���	��	������ �	���. %	� ���� �������������� 

����� ���
� 
������ ��
� ��������������� 	���
�� ������� � ������ � ��� ���� 

��������
� �	����� � ����
�� �� �	���������� 	�������� � ���������
��� !@A. 

%������ �	� ����	��
�� �������������� ����� �����	
� 
������ �	�������� 

������� ������, �������&�� ��	���� �� ������� ���-�������� � ����	��
�� 

����
������� ������� � ��
��
�� ����� �����
�� �������. 

# ������ ��
��	�����
�� �����

����� ����
��-�����	
 ������ �����&�� 

����&�
��: 	������	�� ���� �����	
�, 	��� � �	���� ����
�� ��
��	����� ���: ��-

����
� ������� ���, � �	�� - ��� ��
�	��
�� �����
�� � 
���������� ��������; 

�	���� �� �
���
�� ����	��	������� ��	���� ����
��� 	����	
��� �����"���
��, ��-

��&��&�� ����	����, � ����� ����
��� �	���
�� ���� � 	��� (�	� ���
�� �� 


��	���

����); ������, ��� �����	
� �������� �� �������� ��	���
���
��� �� 
�-

��

��� � ��	�����
�� �	����
�� �������� ������� ����. 

%	�������� ���� �����	
� � ���� ��	���
���
� 	�������

�� ���
�	������� 

�������, ������
� ����
�

�� ���������. B���� ������� ��	���&�
�� � ���	���� ���� 

������ �������� � ���
�� ������ �����, �. �. � �������������� �����
�� �����
�� 

�������� ���
� �	�
��	��� ��
��� ���	��� � ���� �������� ��	���� ������ �� 

�	��
�
�� � �
��
���. C	��� ����, �������, ��� ����	�
�� ���� ������ �������� ��� 

�� �	��
�
�� � ����	�
��� ������
��� ����
�� ��, � 
����
�� �����
�� �������� 

������	����. 

%	� �����

�� ����&�
��� �����
�� ����, ������
� ����
�

��� ���������, ����� 

���� �����
� [2] ����������� I ����
���

�� �����	�
����
�� �	��
�
�� ��	���� 

� 	dnN 
� �
1 . @ ���� ����� ���� ��� ���	��� ��� ����� d=(l, ..., 6) �����
�� �������, � 

�����
�� �������� � ������� ��	����	������� �* ����&�

��� ���	��
�����. C����
�� 

�	���� (� - 1) ���	��� ��, �����&�� � 	�����
�� ����� �����	
� � �����
�

�� ����� ����� 

����	��	������ ����
����, ����	�� ����� 	����
�� 	������, ����������� � 

���������
��� �	��
�
�� '��	�
�� ���	��� 	��� ����������� �����	�
����
�� �	��
�
�� 

��	���� N = 2[6(� - 1) - k], ��� � ���� ���	��� �� � 	�����
�� ����� �����	
�; k - ���� 

������, 
����

�� 
� �������. *� �����

�� ��������� �	��
�
�� ��	��	����� ��
�� 

������� �	��
�
�� �	���	�
����

�� �����
�� �����	
� � ��������� ��	���� N = N1 + N2, 
����	�� � �����	
�-���	��
�� ��	�� ����� ���: 

�
�

 QQKqqBq� ��� ,                   (1) 

��� A = [mij] - ���	��� �
�	���

�� ���������
��� � 	Nji ,1, � ; B = [bij] ���	���, 

����
���� ����	�� ������� ���������
�� ��
���� 	�����
��; � = [kij]  ���	��� 

�������	���� ���������
���; q = [qi]
� - �����	 ����&�

�� ���	��
��; Q = [Qi]

�
 � ��Q  

[ �
iQ ]

� - �����	� ����&�

�� ��, �������

��, � ��&�� �����, ����� �������������� 

�������� ��	�� ����������, ���� � 	������, ������� ������ � ����
���� ���	 (Qi), � 

����� ����� � �����
�
��� ���� �����	
� � �	����� ����
���� ��
��	����� ( �
iQ ). 

?������, ��� ��	�� ����&�

�� ��� �
iQ  ���&��������� ����� ����� 

	������	�������� ������������ �	��
�
��. 

$�"�
�� ������� �	��
�
�� (1) ����� ���� �����
� ����� ����

��� 

�
���	�	���
�� � ���������
��� !@A, ��� ������
� �
���
�� ���������
��� ���	�� 

mij, bij � kij. %	� ��	��	���
�� ���� ���	�� ��
��
�� �	��
���� ���������� � 

��	����
�� ��	����	�� ���������� I, ��	����	����&�� ������
�� ������� ����
�
��, 
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��� ��� �����
�� ���������
�� �����	�
����
�� �	��
�
�� (1) 
����
� 
���� ��	�� 

������
�� �
�	���

��, ����������
�� � ������	������� ��	����	������ �����	
�. 

*������ ���	���
��������� ��	����	� ��	������� ��	�� ���������
�� 

���	���
��������� �	��
�
�� �����&�

��� �����
�� ���� � ���������, ��	����
�� 

����	��, � ���� ���	���, �����
� � 	�"�
��� ���
�� �	����� �����. #����� 

�����	�
���, ��� ������
�� �����

�� ���������
��� �� ������ ����

�� ��
-

����	���� ������� ��
�	��
�� �	������ �	� 	�"�
�� ����� ��
����� ���	���� ��� � 

�������, ������
� ����
�

�� ���������. 

$������	�� �����
�� ���� ��� ���	���� ���, ����	��&��� ������ � ���������. 

H� ����&�

�� ���	��
��� �	���� ��� ����������
�� ��	���&�
�� �, 	 � z 

�����������

� ���� ��� ���� � ��	���
���
��, ����	��
�� � ��	�����
�� 


��	���
���, � ����� ��� ����	��� 
, � � � ��
������
� �	����
�� �, 
��	���
���
�� ����	��
�� 	 � ��	�����
�� Oz ���� ���	��
��. %�������
�� 


��	���
�� ������ ��	���&�
�� ������� �	� ����	��� ���� �	���� ������� ��	���, 

��� ����	��� ���� ���� �, 	, Oz �� ��������
��� �� 
��	���
�� � ����� . 
$�������
�� ���� �
�	����
�� Oxyz � �����

�� � ����� 
��
�	����
�� (O1x1y1z1) 
������ ���	��
�� ������
� 
� 	��. 2. 

 

$���
�� 1 - #�	����	
�� ����� 

�����
�
�� ����
��� ��
��	����� �����	
 

 

$���
�� 2 - $�������
�� ���� 

�
�	����
�� Oxyz � �����

�� � ����� 


��
�	����
�� (O1x1y1z1) ������ ���	��
�� 

 

C����
�� �������� � ���� ��	����	������� ����
�� �
�������� ����&�

�� 

���	��
�� �n (�=1,2,...). B���� �	�
����� �� �
���
��, ��� � �����, ����� ���� � ������ 

�	���� 	�������
 ��	���
���
�, ��=�� �������� Q � 
������&�

�� ������
�� � 

���	��� ��� ����� ��� �������� ������	�� (Ozx � Ozy). 

@ ���� ����� ������� �	��
�
�� �����&�

��� �����
�� 	���������� 
� 

�	��
�
�� (2) �����
�� ���� � ��������� ��� ���	���� ��� � 
��	���
�� ��� Oz, 
�	��
�
�� (3) �	�&�
�� ���	�� ��� O1z1 � �	��
�
�� �����
�� � ���� ���
�� ��������� 
Ozx (4) � Ozy (5): 

� 	 ��
 zQzmm ��0 ;               (2) 

� 	 �
�

�

��


3

1

03033

0

33 ;
n

n
q znn

QII ���� �  

� 	 ...);,2,1(030

2 ��

 nqq
nq nnnnq ��� ����                                         (3) 

� 	 � 	 �

�

�



 �
�

x

�

�
��G Qzmmxmm

�

1

12

1

00

������ � ; 

� 	 � 	 � 	 ;0

1

00

22

0

22

1

222

�

�

�

�


 �
�

y

�

�
��GxG QzmmgzmmII

������� � �  
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� 	 ...);,2,1(0
21 0

2 ��


 npp
np xnnnnnp ��� ������                                       (4) 

� 	 � 	 �

�

�

�
 �
�

y

�

�
s�G Qzmmymm

�

2

21

1

00

������ � ; 

� 	 � 	 � 	 ;0

1

00

11

0

11

2

111

�

�

�

�
�
 �
�

x

�

�
s�GyG QzmmgzmmII

�����
�� � �  

� 	 ...);,2,1(0
12 0

2 ��


 nss
ns ynnnnns ��� ����                                       (5) 

 

H���� �
xQ , �

yQ , �
zQ  � �

xQ0 , �
yQ0 , �

zQ0  - �	������ 
� ��� Ox, 	, Oz �����������

� 

���
��� �����	� � ���
��� ����
�� �
�"
�� ��, ��������&�� 
� ����; ijI  - ����
�� 

��
��	� �
�	��� �	������
�

�� ����� ��������, �������

�� �	�&�
��� ���� 

��
������
� ���� Ox, 	, Oz ( 3,1�� ji ); g - ����	�
�� ��������� ����
��; � - ����� 

�������� (�
������ «0» ����
���
� ����� � ����
�� ��
��	� �
�	��� ��	��
��� 

����); qn, ��, sn - ����&�

�� ���	��
���; �
1� , �

2� , �
3� - ���� ��
�� �����
�� ��������, 

����������� �	� ��������
��; 

� 	,2,1;
00 ���



�

� iI

mm
zz ii

i
GGi �  

��� 0Gz  - ���	��
��� ��
�	� ���� ������� ���� - ��������; Ii - ������	���
�� 

����
�� �
�	��� ��&��� ������
�� ����	�
���� �������� ��
������
� ��
�	��
�� 

����; � - ���
���� ��������. 

K��	���
��������� ���������
�� ������ �	��
�
�� (3) - (5) ��	�������� 

�����&�� ��	����: 

;11
ds� ��

� �
� �

�
�

�
�

� ;12
dsy �s

� �
� �

�
�

�
��  

;1
0 1

dsns� �
�
�� �

� �
�

� ;
~

2
0 2

dsnp� �
�
�� �

� �
�

� ;
~

3
30 dsnq� �

�
�� �

� �
�

�                          (6) 

�
�
 �
�

�
S

j
i

ij dsI ;~
~
�

�
�� �

�

� ;2

2

ds
g np

np
np �

��
� �

�

� ds
g ns

ns
ns

2
2

�
��

� . 

 

H���� ��� , �s� , �q� - ��	��
������� ��
����, ��	��� �� ����	�� ������� ���
��� 

�� 	1 � 
����
��� x1, ���	�� - ���
��� x1 � 
����
��� �� 	1, �	���� - 
����
��� �� x1 � 

	1, ns� , np� , nq�  - �������

�� ������� �����
�� ��������, ������������&�� 

�������

�� ��
����� ns� , np� , nq� ; i�~  - �����
�
�� ��	��
������� �����	
�� 

��
���� � , ����&���� ����
������ ���&�
�� ������ �������� �	� �	�&����
�� 

�����
��� ����; � - 
������&�

�� ������
�� ����	�
���� ��������; S - �����

�� 

����	�
���� ����; � - ���
��
�� �����	 �
�"
�� 
�	��� � ����	�
���� ��S . 

C�� ������ �� ��	���
�� (6), ��	����
�� ���	���
��������� ���������
��� 

��������, � ��
��
��, � ��	����
�� ��
���� ns� , np� , nq� � i�~ , ����	�� ����� ���� 


����
� �� 	�"�
�� �����&�� �	����� �����: 

 

;0 Q�� ���  
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S����� n
��

n 0 ; �
�
�

��
�
�

�
��

�
�

;                                                        (7) 

;0 Q����  

� � ;���
�
� ��RG �
�
�

 � � ;S��R �
�
�

��
�
�

 

��� 
2

2

2

2

2

2

zyx �
�



�
�



�
�

��  - ���	���	 '�����; GR - 	�����- �����	 �� ��
��  �� ��
�	� 

������� ��&��� ������
�� ����	�
���� ��������, �����	���"�� � 
������&�

�� ��-

����
��; R - 	�����-�����	 �	������
�� ����� 
� ����	�
���� S; Q - ��=��, ��
������� 

���������;  
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� �
�

2�
�  

@ ������ (7) n�  = np�  �	� n� = np� , n�  = ns�  �	� n� = ns� , n�  = nq�  �	� n� = nq� ; 

�
�� «�» - �����	
�� �	�������
��. 

@ �����, ����� ���� �����	
� ����� 
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 � ��	�����
�� �	����
�� 

�������� ����, ������� ���� - �������� ����� ����� ��
� �������� ������	�� - �z. 
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���� (2), (4) � �����&�� �������� �	��
�
�� �������
��� �����
�� ���� � 
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�� ��� ���	�� ��� O1z1: 

� 	 � 	 �

�

�

�
 �
�

y

�

�
s�G Qzmmymm

�

2

21

1

00

������ � ; 

� 	 � 	 ;0

1

31

0

3133

0

33

2

3

�

�

�



 �
�

z

�

�
s� QIIII

���
�� �  

� 	 � 	 � 	 � 	 ;0

1

0

00

13

0

1311

0

11

2

111

�

�

�

�
�


 �
�

x

�

�
s�GyG QzmmgzmmIIII

��������� �� �  

� 	 ...);,2,1(0
132 00

2 ��



 nss
nns ynnnnns �� �� ��������                                (9) 

H����  

�
�
 �
�

��
S

dsII 3
1

3113
~

~
�

�
�

. 

������:  
%	� �	����	����
� ������

�� �
���
��� ���	���
��������� ���������
��� 

(6) ������� �	��
�
�� (2) - (5) �� (2), (4) � (9) ����� ���� �����
� � ��
�� ������� 

�	��
�
�� (1), ��������&�� �����
�� �����	
� � ���������. %	�������
�� ���� 

�����	
� � ���� ��	���
���
� 	�������

�� ���
�	������� �������, ������
� 

����
�

�� ���������, ��	���&�
�� � ���	���� ���� ������ �������� � ���
�� ������ 

�����, ����	�
�� ���� ������ �������� ��� �� �	��
�
�� � ����	�
��� ������
��� 

����
�� ��, � 
����
�� �����
�� �������� ������	���� – ��� ��� ����&�
��, 

�������� 	�"��� ������� �	��
�
�� �	���	�
����

�� �����
�� �����	
� � 

��������� ����� ����

��� �
���	�	���
�� � ���������
��� !@A. 
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