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������ 

�� �������	
 ��������� ������	���������� ������ ����� ������� �����, ��� 

�������	� ���	�	�� ����� ����������� ��������	
 ������!� ���	!�. " ��� ��� 

���������	���
 ������� ������� ��	
�� �� �������	� ��������	 	 �����	�����	, 

������������� 	 ��!���� 	����������� 	����� �� ��������	� ��	 ����� �����# 	 

�������. 
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C���� � �������� ����	
 	 �������	 �����	� ��
 ������	���!� �������
 �� 

�����
�	�� ������ �����	� 	 ���	����#���	�� �����!� �������� � �������	�	 ����� 

�������	 ����	���� �������	����� 	���������	
 !	����	���	����	� ��������	��	� 

������ �� ������ ������	������� ���	��� ��	���	
 �����!� ��������. :�����	������� 

�������� ��!� ����	���� ��	 ����	���� ������	
�: ���, ��������� 	 	������	� ���	�� 

������ �������, �����–���E����� ������	# ��	����!� 	���������, � ����� ���	���, 

����	����	� ��	 ����	
� (����	���, ����� �����). ? ���	� �	���	
� ������ ����� 

���� ��	����� ����� 	����	�	�	������ �������!	����	# ������� ��
 ������ 

���	������!� ���	�� ����	
 	 �������	 �����	�. ;����� ��	 �������� 

������	������� ���	���  ��	���	
 �����!� �������� � �����	��� ��	���
���
 

!	������ ����	����	��������	, ����������
�
 � ���, ��� ��������� ��������� 

�������
���
 �� ������� ����	������!� ���	��.  

;����� ��	 ������	
 ��	 �����		 ��
��� �����, ��
������ � ���������	�� ������� 

	�	 ������	
, �������	��� ��
 �������	 �����	� ����
� ������������ ��	��	 � 

��������.  

? ��
�	 � ��	� ����	���� �������	����� ���������	
 ��������� �����	����	 ������ 

���������� ������ 	 �����
�	
 ������ �����	� ��	 ����	���� ������	������� ���	��� 

��	���	
 �����!� ��������. 

�����
 	� �����������!�, � �����# ������ ������!����
 ����� ���������	
 

��������� ������ ���������� ������	������!� ��	���	
 �����!� ��������, � ����� 

���	����#���	
 ������ � �������	�	 ����� �������	. 

+���� ������� �� �����		 �������# �����	 ����	���������!� ������	������!� 

��	���	
 �
��������	���� �	������# � �����	���, �����	 ������� 	����	�	�	����
 

��!��
��	�	 ������	. 
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;������� �����	 ��	���	������ � �����!�������������# �����	�� ���	 

����������� � [1, 2].  

:�������� ������� ����	 �������� ����� �����# !	�����	�	 ����������� � [3, 4] 

��
 ����	������� �����	�, ��� ���� !���	���	����� �	�,  �������� – �������������	 

�����	� 	 �	�	��–�����	����	� ���������� �����	 �����	�.  

7�� 	�������, ��
 ���������	
 �����	�	���� !	�����	����	� ������	����	# ��	 

������	������� ��	���		 �����!� ��������, ��	�������# ������� �
��������	���# 

�	�����	, ��	���
���
 !	������ ����	����	��������	.  

%�� ��� !	�����	����	� ������	����	
 ��
���� � �����������	�� �������	 �� 

�����	� �����	��, � ��� �����������	� ��	 ��	������� ����	
� ����� ���� ����	���� 

��
 ����	������!� 	 ������	������!� ��	���	
, �� ����������� ��	�����	
 ���# 

!	������ ���	� ��� ������	��.  

%��	� ������� 	����������	� � �������� ������	������!� ��	���	
 ��	��� ��
�	, 

�����
�	��
 � ����	������� ��	���	�, ����	� ������������ ��	��	 � ��������.  

?�	
�	� ���� �������� ��	 ������	������� ��	���		 ����� ���� ����� 

��������	� 	������	�� �����	�	����� ��������# �����	 ��	���	
.  

)������� �����	 ������������	� �������	�� � �����	�	���� �����	 ��	���	
 

��������� ���� ����������, �� ����	���� �������	����� ���������	
 ��	� 

�����	�	����� �� �������		 ���������������� 	������	# ������	# 	 ������� ��	 

������������ ������	������� ��	���		. 

:	��, ���� �����	
 �������# �����	, �������
���
 !	�����	����	� ��������	��	�	 

��	 ��	���		 ������ ������ ��������� � �������� ������������ ��������–

������������ �����	�, �����	 ������# 
��
���
 ��!��
��	�	 ������	. 

 1. '�������	�����
 ����	���������� ������	������� ��	���	� �����!� ��������, 

��	�������!� ������� �
��������	���# �	�����	, � �������� ������������ �����	�� 

(�����	��, � ����� �����, ��������!����
 ��������–�����������#), �����	 ������# 

����	�
���
 �����	 ��!��
���# ����� +�������� �
�
��

�
�

��
E

. 

)�	�	�����
, ��� � ��������# ������ ������	 ��� ��	���	
.  

:��	��
 � ��������!� �������, ���	����	� ������	������� ��	���	� �����!� 

�������� �� ���� �����–���E����� ������	#. )�	 ���� ���	�������
 ������ 	������	
 

������	
 	 �������	 �� ������	 �� ����� 	 ���� �����	��, �� ������ ������� �������
 

�������	�� �	�	��–�����	����	� ��������� �����!� �������� 	 �����	 �����	�, 

��	��� ������ �����	��� �������!����
 �� ����� �����	��.  

H����� ���������	
 ���������� �����!� �������� 	 �����	 �����	� � ���� ����� 

�������	����	 ����	��
 � �����	� �	����� �	�������	������ ������	# [2]: 
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,sin
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tftPttW

gxx
R

PxPxW
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   (2) 

 

=�
 ���������	
 ���������� �����!� �������� �������
 ������	������� !���	���� 

����	� 

P (l, t) = 0.      (3) 
 

H���� P (x,t)  – ������� ������	� � �����	��; 

W (x,t) – ��������E����
 �������� �����!� ��������; 

�   – ��������� �����!� ��������; 

2� = 8�/�R*2
 –  �����	�	��� !	�����	�����!� ������	����	
; 

b = 2�0/�R*   – �����	�	��� ��������	���	# ���������� ����
���	�       

                         ���	!�; 

      �   –  �
������ �����!� ��������; 

       �0   – ���������� ����
���	� ���	!� �����!� ��������; 

     R*   – ��	�������# ���	� �������!� ������������; 

      g   – ������	� ��������!� �����	
; 

      �   – !�� ��������	
 �����	��  ��  !��	���������# �	�		 ��    

                    ������# �������; 

       	 = 
/E   –  ����
 ��������		 ������ �����	 �����	��; 

      
    –  �
������ ������ �����	 �����	��; 

      E   –   ����� ��!���	 ������ �����	 �����	��;  

       C� = (E/�)1/2  –  ��������     �������������	
   �����   �   ������    ������  

                                   �����	��; 

       C�=(K�/�)1/2 –  ��������      �������������	
     �����      �          ������  

                                   ��������; 

       C = [K�/�(1+e K�/�)] 1/2
  –  ��������        �������������	
         �����      �   

                                   �����	�� ����������# ������ ���������; 

       K�  – �����	�	��� ��	�������	 �����!� ��������; 

        e =2R*/L*  – �����������#   ��������,  ���	�
�	#   ��   ��	�������!�     

                      ���	��    �������!�   ������������      	     ��	�������#  

                      ����	�� ������ �����	� L*. 

-����� �����	��, ��� ��������
 �	����� �	�������	������ ������	# 

��	������, � ������� ����
�, ��	���	� �����!� �������� � �����	��, �����	 ������!� 

����	�
���
 ��!	� ��������	
� (	 M N) 	, ��!�� �����	 �����	� 
��
���
 ��������� 

�����	�	 (	 M 0). 
������	� ������� �������� W (x, t) � �	����� ������	# (1), ��
 ���������	
  

������	
 P (�, t) ��������
 �	�������	������ ������	� 
 

2

3

2

2

2

2

�

2

2

2

2

2

�

3

3

2

2

�

1

2
1

2
2

121
2

1
xt
P

C
C

�
�

e
C

t
Pa

t
P

�
�

e
a

t
P

�
�

e
�

�

�� ��
�

�

��


�
��
�

�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�

�
�
�

�
��


�
��
�

�
���

�
�

��


�
��
�

�
�

�
�� .         (4) 

  

:�������� 	 !���	���� ����	
 (2) �����	������ ������	
       P (x,t) ��	 ���� 

���	���
 � �	��: 
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)�	���

 ������������	� $������ � �	�������	������ ������	� (4), � ����� 

��������� ����	# (5), ����	� 
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@���	���� ����	
 (5) � 	��������	
� ��	�� �	�: 
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� ������	������ �������� !���	���� ����	� (3) � 	��������		 ���	����
 ��� 
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'����	� �	�������	�����!� ������	
 (6) ��	 !���	���� ����	
� (7) 	���� �	� 
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?������������	��  �����	�� (9), ������	������� ����	� (8) ���	����
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;���	� ���
��� k. ?��	�	�� ��������� ������������	
 s 	���� ���
��� 
0

1

t
, !�� t0 


��
���
 �������� ���������!� ��������. %�� ��� ��
 �����	� ������# !��	�� ���
��� l 
	 �������	 �������������	
 ���� � �����	�� ����������# ������ ��������� C 

��	�����, �� �� ��	 t0 = 100 �., s # 0,01,  kl # 0,05.  
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'����!�
 ���������� exp ($ kl) � �
�� �� kl 	 ��������!�
 (��	� ������	 ���	�	�� kl) 
������	 ������!� ���
���  	 ����, �������	� (10) ����� ���� ���	���� � �	��  
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)������

 ���	�	�����, ����� ��������� ������������	# (��	 ����  �������� 

������������	
 ��	�
� ������ �������� �������� ������	 ���������!� ��������, �.�.  

s ~ 
0
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t
), ����� ���� ������������ � �������� �	��: 
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)�������� �������	� (11) 
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���
 �������� ��
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���������	
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0
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�
� , ��������������� 

��	��� 	������	
 ������	
 	 �������	 	����������
 ��
��# �	�	�#, ���!��� !�� 

������� ������# ���	�	� �� ���	�	�� �����	�	���� !	�����	�����!� ������	����	
 2a, 

� ���	�	�� ���������	
 ��
��# � ���� ���	��� ������������ ������	� 

��


�
��
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�
�

�
�


�
�
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�

2

2

�2

2

2

2

2
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12

�

�

�
�

e
C

�
�

al

�
, 

	� ������# ����� �������	�� ����
 ��������		 ������ �����	 �����	��, ��	 	�������� 

���	�	��� ��!	� ����������. 

 ���
 ������ �� 	������		 ������	
 	 �������	 �� ������	 �� ����� f(t) 	 (t), 
���	��
���
 ���	�	�� � �0

~ tf  	 � �0
~ t�  ��
 ����!� ������	
 t0 , ����� ��!� ���	��
���
 

� �0

~ tY , � �0

~ tX  	 	� (11) �������
���
 ��	�������� ���	�	�� 2� 	 	. 

2 %����� ��������	�����
 ����	���������� ������	������� ��	���	� �����!� 

��������, ��	�������!� ������� �
��������	���# �	�����	, � �������� ������������ 

�����	�� (�����	��, � ����� �����, ��������!����
 ��������–�����������#), �����	 

������# ����	�
���
 �����	 ��!��
���# ����� >�#!�� ���� ��� E .  

%���� ��������!����
, ��� � ��������# ������ ������	 ��� ��	���	
.  

:��	��
 � ��������!� ������� ���	����	� ������	������� ��	���	� �����!� 

�������� �� ���� �����–���E����� ������	#. )�	 ���� ���	�������
 ������ 	������	
 

������	
 	 �������	 �� ������	 �� ����� 	 ���� �����	��, �� ������ ������� �������
 

�������	�� �	�	��–�����	����	� ��������� �����!� �������� 	 �����	 �����	�, 

��	��� ������ �����	��� �������!����
 �� ����� �����	��.  
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H����� ���������	
 ���������� �����!� �������� 	 �����	 �����	� � ���� ����� 

�������	����	 ����	��
 � �����	� �	����� �	�������	������ ������	# [2]: 
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2 xt
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x
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t
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�
�e

gbaW
t

W
x
P
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���

��

         (12)           

:�������� 	 !���	���� ����	
 ��	 ���� �������
 � �	�� (2), � ��
 ���������	
 

���������� �����!� �������� �������
 ������	������� !���	���� ����	� (3). 

-����� �����	��, ��������
 �	����� �	�������	������ ������	# ��	������, � 

������� ����
�, ��	���	� �����!� �������� � �����	��, �����	 ������!� ����	�
���
 

��!	� ��������	
� (	 M 0).  
������	� ������� �������� W (x, t) � �	����� ������	# (12), ��
 ���������	
  

������	
 P (�, t) ��������
 �	�������	������ ������	� 
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:�������� 	 !���	���� ����	
 (2) �����	������ ������	
 P (x,t) ��	 ���� ���	���
 

� �	�� (5). 

)�	���

 ������������	� $������ � �	�������	������ ������	� (13), � ����� 

��������� ����	# (5), ����	� 
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@���	���� ����	
 (5) � 	��������	
� ���	���
 � �	�� (7), � ������	������ 

�������� !���	���� ����	� (3) � 	��������		 ���	����
 ��� (8). 

'����	� �	�������	�����!� ������	
 (14) ��	 !���	���� ����	
� (7) 	 �  ����� 

������	������ �������!� !���	���!� ����	
 (8) ���	����
 � �	��  
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%�� �� ��� 	 ����, ����	� ���
���  0. "����!	��� ����	���������, ���	�	�� 

��������� ������������	
 s 	���� ���
��� 
0

1

t
 (t0 
��
���
 �������� ���������!� 

��������) 	 �������� ��
 �����	� ������# !��	�� ���
��� l 	 �������	 

�������������	
 ���� � �����	�� ����������# ������ ��������� C ��	�����, �� �� 

��	 t0 = 100 �., s # 0,01,  k0l # 0,05.  

'����!�
 ���������� exp ($ k0l) � �
�� �� k0l 	 ��������!�
 (��	� ������	 

���	�	�� k0l) ������	 ���� ������!� ���
���, ��������� �������	� (15) ����� ���� 

���	���� � �	��  
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�������, ����� ��������� ������������	# � ����� 	s >> 1 (��	 ����  �������� 

������������	
 ��	�
� ������ �������� �������� ������	 ���������!� ��������, �.�.  

s ~ 
0

1

t
), ����� ���� ������������ � �������� �	�� 
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)�������� �������	� (16) 
��
���
 �������� ��
 ������!����!� ������ 

���������	
 ���������� �����!� �������� 	 �����	 ����. 7�� �	���, � �����	����� 
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�00
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~
~

�
� , ��������������� 

��	��� 	������	
 ������	
 	 �������	 	����������
 ��
��# �	�	�#, ���!��� !�� 

������� ������# ���	�	� �� ���	�	�� �����	�	���� !	�����	�����!� ������	����	
 2a, 

� ���	�	�� ���������	
 ��
��# � ���� ���	��� ������������ ������	� 
�2
2

2

2

C
al

, 	� 

������# ����� �������	�� ����
 ��������		 ������ �����	 �����	��, ��	 	�������� 

���	�	��� ��!	� ����������. 

���
 ������ �� 	������		 ������	
 	 �������	 �� ������	 �� ����� f(t) 	 (t), 
���	��
���
 ���	�	�� � �0

~ tf  	 � �0
~ t�  ��
 ����!� ������	
 t0 , ����� ��!� ���	��
���
 

� �0

~ tY , � �0

~ tX  	 	� (16) �������
���
 ��	�������� ���	�	�� 2� 	 	. 

-����� �����	��, ��� ��������� �������	
 (11) 	 (16) ����� ����� 	����������� 

��
 ����	���� ������	���������� �����, �.�. �����	�	��� ����	
 2� 	 	 �	������ 

��������� �������� �����!� �������� 	 ������ �����	 �����	�� (����������, 

��	��������, �	�	��-�����	����	� ���#���� 	 �.�.) 

%��, ����	���, ������	��
 � ��������# �����	�� �����# ������� � ����	���# 

����������#, ����� ��#�	 ���	�	����	 �����	�	���� ������	����	
 ����� 	 ������	 

��������		 �� ����������. 

? ��������	� ����� ��	���	� ���� !����� ��	������������ ��������� '.+. 

-������� �� ��������� �����	 	 �������	
 ��������� ����������.  
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��������, ��� ���	�	� � ����	 ����	���� �����������, ������
  !������ 	 ������ 

�������
��	� � ����	����	 ������������ ���	����	 ���������	 	 ���	������	 

��������	, �����������
�� 	� ��������� 	 ���!������	� ��������� 	 ����	������ 

���	����#���	# 	 ���������. ?������������� !�����!����� 	 ���!������� �	����� 

�����!��������	 	 �����!���	�������	
 ��	 ����	���� ������	���	����	� ����	
� 

��!� �����	���
 � �	����� �	������� �����
�	#.    

)�	 ���������� 	 ���������		 ����
��� �����������	# � ����������� ����	
�  

	����������	
 ����	�	����� ������� �����	
 	 �	������		 ��	���
� � �����	� 

���������	
� ���� ������	����	�	 ������������	 	 ��������	 �����	����	�	 

����������	 [1,2].  

?����� ������	���� ������� ��������	
 �����!	����	� 	 �	������	����� ������# 

��
 ���	�  ���������!������  �	����, � ����� �������	� �	���������, ����� ��	���� 

����������� 	�	 ���#�	�!���� 	��	, �	���� ��	���
���� � �����!	����	 ������� 

�	�����
� ��	 ��	���		 � ���	���� ������ 	 ����� [3-5]. 

-���
 [3-5] ��
 ��	���	
 �	������	����� ������� ���������!������ �	����  � 

���	����  ������ ����� 	����������� ��������� ��������� ���������� ������ 

�������!� �	��  
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,  (1) 

!��  V
�

 – ������ �������	 �	������		 ���������!������ �	����; P – ������	� ��	 

�	������		 ���������!������ �	����; 	, � –  ������� ��������	#; �, &   – ��������� 

������������	; k – ����	�������� ���	���# �����; � – �
������ !��	�������# �	�����	; 

x, y, z –  �����	����; t – ����
. 

=�����
 ���	������
 ���
��� � �� ������–����������# ����		 f(t) �������
���
 

�������	�� [6] 

   � � � � � � ,
1

1

0

! )))�
�

� �
t

tdtftt
dt
d

�dt
d %

%

%

%
   –� < � < 1,   (2) 

 

!�� �(1 – �) – !���� – ����	
; (t – t’)–�
 – 
��� ���������������	    ������������ 

�������	������� ��������� ����� � ���	��������� ������� ����������� – �. 


